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Plan de la exposicion

. La ldentificacion de fendmenos : funcion
exponencial

2. Elementos teoricos ETM (ETM,)
3. La construccion : La situacion aplicada
. Algunas conclusiones



Introduccion...el contexto..

| as sucesiones Objetos
. matematicos en
. d Integral distintos dominios :

| a exponencial

Funcion continua (o la continuidad)
Pasaje de la arimética al algebra

(Derouet, Menares, Rousse, Verdugo, Gaona, Loeng, Gamboa).
PUCV ; Paris Diderot



|.- Identificacion...

> Se introduce esta funcidon como

una “expresion” que modela problemas
poblacionales y problemas de economia;

(Matematica, Ingenierias, ..)

> fendmeno de la dialéctica discreto-continuo

no se cuestionan (ni justifican), a nivel de
ensenanza, la continuidad de esta funcion

Perspectiva estructural : Dialéctica discreto — continuo
Perspectivas de localidad : global - local — puntual






éDe qué manera se realiza el paso q" a g*?

* Segundo Medio

En la primera unidad (texto escolar) de segundo
medio: “Numeros y Raices”, se abordan los
numeros reales como la unién de los numeros
racionales e irracionales, luego se estudian las
potencias de exponente racional y raices
enésimas, solucionando el pasode g"conneZa
g* con x € Q (racionales).



La relacidon entre raices enésimas y potencias de
exponente racional se realizan de manera
numerico-algebraica, en donde se llegan a
algunas generalizaciones.

EN RESUMEN
Si a es un nimero real y # un numero natural, entonces la expresion Ya denota al nimero cuya EN RESUMEN
potencia enésima es a.
Ya=b=b"=a En general:
. m
Sia =0y nun nimero par, %a existe y es siempre un numero positivo. G p== 1. TS a; =1 Si n # 0, entonces a" =’{/am

Si a < 0y n un nimero par, % no es un numero real.

. . n . . .
Cuando n es un nimero impar, Ya conserva el signo de a y es siempre un nimero real. r.m
1 L= 3|

Al nimero # se le llama indice, y al niimero a se le llama cantidad subradical. LIna raiz endsima F'UEEIE’ relaclonarse con una FICItEnEiE do EIDDF'IEHTE racional
—= ¥
COMo 58 muestra: L
i = o Elm = 5.,-"31_
Al considerarla asl, es posible aplicar las propledades de la multiplicacidn v divisidn
de potendas.




e Cuarto Medio

la funcion exponencial se introduce mediante un
problema biolégico de crecimiento de la poblacion

Posteriormente, se introduce un estudio previo de
funciones y sus graficos, recordando lo estudiado
en los otros anos, existiendo en todo momento una
representaciones grafico y algebraicas.

* f(x)=a%, cona>1

e f(x)=a0*, con O< a<1

Una funcion exponencial se representa por f(x) = a* cona
perteneciente R* - {1} y x perteneciente a R.




Algunos extractos de textos escolares

Observa las siguientes graficas:
ANALICEMDS...

| | =y BB r » Anpartir de la gréfica, en cada caso, ;cul es el valor de y para
P ; ‘? ‘21 r=-00, jparar=02, jyparar=1?
1 2 ’ '0 ; ¢ En cada caso, {qué sucede con el valor de y a medida que x
¢ 0|1 y aumenta?, ;y a medida que disminuye? Explica.
: 1|2 { 1 % * ;Cudl podrfa ser el dominio y el recorrido de cada funcién?
‘ j“'/ = o s n\,\, P ] * Seqlnla grafica, ;seinterseca cada funcion con cada uno de fos
) Y1378 : 2|7 gjes?, jen qué puntos?
¢ ;Qué semejanzas y diferencias observas entre las graficas?
*  Estas graficas, ;se parecen a las gréficas de alguna funcion que
(onozcas?, ¢por qué?
Las graficas anteriores son ejemplos de la funcion exponencial. Observa que en la tabla correspondiente al grafico A, los valores

de y son exactamente potencias de 2, cuyos exponentes son los
correspondientes valores de x. Es decir, y = 2*. Luego, la
expresion algebraica que representa a la funcién del grafico A es

Un método posible para determinar la expresion algebraica que fx)=2" con x ¢ IR.

representa a una funcion conocida, a partir de la grafica, es

utilizar su tabla de valores. Y la expresion algebraica que representa a la funcion del grafico
B es fix)= (1/2)", con x ¢ IR.



Modelos poblacionales y de interés
compuesto

El dia de Afio Nusve del ano 2009 |a poblacidn ded mundo era de
gproximadamente 6750 millones de personas. 5i el ritmo de cred-
miento de la poblacidn mundial se analiza desde una perspectiva
histérica, se obsarva gque después de |a Segunda Guerra Mundial se
prodwce una explosidén demografica sin precedentes. Una forma
de perdbir este efecto es observar cémo ha ido disminuyendo el
tiempo transourrido para que la poblacidén mundial s2 duplique.

Afin  Poblackin mundial

GO0 500 millones
™) 1200 afics
1800 1000 millones i
"} 130 anas
1850 2000 milones e Tiempo trarscumido
1976 4000 millones |} 46 anos para duplcars=

Fuaries: U5 Cansus Bursau mﬂmmﬁmmw_mdihiml
Unisersidad Maconal de Cuyo. ses o

Corsultados on jubo de 3009,

ANALICEMOE..

» Artuslmente, la tasa de crecimiento de la poblacion mundial
ohsarvada es de 1,2% anual. 5i la poblacian sigue creciendo asi,
fen cuanto uem:-:- ah:unzura a & mil millonas de personas?,

3 el doble de habitantes gue

El crecimiento exponencial se
introduce con un problema de
crecimiento poblacional, tal como
a continuacidn se presenta:

1, Calcula Ia tasa de interés compuesto anual al que se invierten § 10 000 000, si al cabo de 2 afios
produjeron 2 millanes de pesos. Verifica tu respuesta utilizando una calculzdora cientifica.

1. Una persana invierte § 50 000, 3 una tasa de interés compuesto del 9% anual. Utilizanda una
tabculadora cientffica, caloula:

8. jcuales el manto final del capital despuss de 6 afios?
b. ;Después de cuanto tiempo su capital ascenderd 2 § 118 3687

3. Seqin los resultados del cznso da 200, |2 poblacion de Chile es de 15 116 435 habitantes y 1a tasa

d crecimiento, enfre el censo de 1981 y el censo de 1992, fue de 1,6% anual. 5i la tasa de creci-
mienta s& mantiene en los siguientes 30 anos:

3. jcual sard [a poblacian en el ano 20127
b. ;En cugnto tiempa se habra duplicado |2 poblacion?
t. jEnquéafo a poblacian serd de 24 milkones de habitantes?



Uso de programa informatico

GeoGebra es un software libre que relaciona artmética, geometria, igebra y calculo. Por una parte, es
un sstema de geometria interactiva, en ef que se pueden construir puntos, vectores y rectas, y luego modi-
ficarlas dinamicamente. Pero también se pueden ingresar las ecuaciones y coordenadas directamente y
obtener las graficas correspondientes. Esto permite construir y analizar grafias de diversas fundones
Para descargar este programa ingresa a www geogebra orgicme/es. Pulsa el boton Descarga, y
luego haz clic en el boton Applet Start. De este modo podras trabajar con este software
|2 necesidad de instalario en tu computador.

* Para graficar una funcion, se debe escribr drectamente en la celdz Entrada, ubicada en |z parte
inferior de la ventana. S iz funcion tiene potendias, los exponentes se escriben usando el simbolo A
Por ejemplo, para graficar f(r)=2" se escribe 2*r y se presiona enter.

0 tve e B 0 Bl e "

* Sila fundon tiene base fracdionana, se debe eschbir &l nimero entre paréntess y usar /
para escribir 2 fraccion, por ejemplo: {1/2)*

y_ A1)
* Sila funcion tiene un polinomio en el exponente, como por gemplo: f{T)=2" ", sa debe
escribir este exponente entre paréntesis, asi: 2*(r-1)

)

Y el software “repara’
la continuidad

o “invisibiliza” el
problema



Caso I:

Caso |: Funcién exponencial f(x)=a",cona> 1.Enelsistema
de coordenadas se han graficado las siguientes funciones:

A(#)=2] f(s)=4&" f5(z)=97 f4(x)=100"

Caso II

. . x .
Caso Il: Funcién exponencial f(x)=a", con 0 < a < 1. En el sistema
de coordenadas se han graficado las siguientes funciones:

» ¢ y r
].,,'Ai.x):\—11

Las gréficas sugieren que:

* El dominio de la funcién exponencial
f(x)=a" , para los distintos valores de a > 1,
son todos los numeros reales.

* Su recorrido son los numeros reales
positivos.

» La funcién es creciente para todo valor de
X, es decir " < @’ cuando x <.

» La grafica de la funcion interseca al eje Y
en el punto (0, 1). En cambio, es asintotica al
eje X.

Las graficas sugieren que:

* El dominio de la funcién exponencial , con
0<a< 1, son todos los numeros reales; y el
recorrido, los niimeros reales positivos.

* La funcién es decreciente para todo valor
de x, es decir @* > @’ cuando x <.

» La grafica de la funcion interseca al eje Y
en el punto (0, 1). En cambio, es asintdtica al
eje X.



Como “vive” la funcion exponencial
en el liceo

— las funciones exponenciales son introducidas como

potencias de exponente (natural) racional y raices enésimas

y como una extension de las sucesiones geométricas

— es uha extension con accidente ligado a la transicion
discreto = continuo

— Los estudiantes no tienen los conocimientos sobre los
numeros reales para entender lo que esta en juego

— Los libros de texto y el profesor deben hacer emerger
este accidente usando las representaciones y los
artefactos



En la universidad
(resumen..)

* La funcién exponencial es un “buen ejemplo”
de... funciones continuas, derivables,

tratamiento de la convergencia

una funcion “buena”



Il Elementos tedricos : ETM
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Espacio de Trabajo Matematico

Visualizacion
L ESCES,
F

s Construccion
Plano cognitivo

Génesis samidtica Génesisdisarsva

Génesis instrumenta

1" J
¢ Representamen - g

Plano epistemologico




Los planos verticales en el ETM (Kuzniak & Richard, 2014)



Diversidad de los espacios de
trabajo matematico

« ETM de referencia La organizacion esperada de este
espacio de trabajo es definido idealmente bajo criterios
matematicos, la relacion con el saber

« ETM idbéneo el cual depende de una institucion, y que es
definido segun la manera que este saber se ensena en la
institucion con una funcion especifica

« ETM Personal que depende del individuo y definido por la
manera que el individuo se enfrenta a un problema matematico,
con sus propios conocimientos y capacidades cognitivas.



Il.- Construccion...

Intervenir en el ETM personal de profesores
durante su formacion inicial.

» 15 estudiantes de Chile (5-8 semestre)
» 4 sesiones de clase (1h30)



La propuesta didactica consta de tres fases en
torno a la funcién exponencial; ellas conectan el
ETM de, respectivamente:

las funciones, y las series de polinomios con
sus propiedades de continuidad,
derivabilidad, funcionalidad,

asi como en sus distintas representaciones, y
como modelos matematicos.



Ill La construccion : |a situacion aplicada



F1 : trabajo de modelizacion a partir de
problemas “reales” con la finalidad de introducir
el estudio de la ecuacién funcional

fix+y) = fx)fly)



F1 : modelacion

e precio de venta de una maquina
* el caso del préstamo de una ONG



Situacion 2: Precio de venta de una maquina

Una maquina que fabrica corchos para las botellas de vino fue comprada nueva por
la suma de U$ $10.000.000. Su tiempo de duracion es de 10 anos.

Ella puede ser revendida muchas veces y su precio de venta inicamente depende de
su tiempo de utilizacion. La maquina pierde anualmente el 10% de su valor.

Sea C(7) el precio de venta de la maquina en el instante z. Para determinar este valor
introducimos la funcion p(¢) = C(¢)/C(0), que da cuenta de la pérdida del valor de la
maquina.

Encuentre p(2), p(5) y p(10)

Una primera venta de la maquina interviene al cabo de dos afios (s = 2) y una
segunda tres afios después, es decir, después de 5 afos (w = 5). Encuentre una
relacion entre p(s), p(w-s) y p(w).

En forma general, deduzca una relacion posible entre p(x), p(y) y p(x+y) en donde x,
v, x+y son fechas arbitrarias comprendidas entre 0 y 10 afilos y no necesariamente
enteras.



Situacion 1: El préstamo de una O.N.G. a la caleta Guanaquero

Para levantar la caleta después del tsunami que afecto las costas de Chile una O.N.G.,
sin fines de lucro, prest6 una suma de US$ 1.000.000 a los pescadores de la caleta
Guanaquero. El pueblo se comprometio a reembolsar regularmente esta suma en
funcion de sus ingresos. Segun el contrato la tasa de reembolso anual es del 18% y la
proporcion de la cantidad reembolsada depende solo de la duracion del periodo de
préstamo. En el caso que se cumplan al menos 4 pagos, al cabo de 10 afios la suma
restante es ofrecida al pueblo.

Preguntas

Si hacemos un reembolso en el tiempo t, llamamos q(t) al pago y p(t) a la proporcion
del capital restante del préstamo.

Los lideres del pueblo debaten entre dos opciones para los cinco primeros afios, ellas
son:

e El primer reembolso al cabo de dos afios y el segundo tres anos después.
e El primer reembolso al cabo de tres afios y el segundo dos afios después.

.Puede ayudarles a tomar una decision? Deducir por la comparacion de p(2)p(3) y
p(3)p(2) o sus respectivos q(t).

Por las temporadas de pesca y turismo a los de la caleta les conviene reembolsar una
primera suma al cabo de un tiempo x cualquiera (no es necesariamente un periodo
anual) y la segunda al cabo del tiempo x +y ;Puedes ayudarlo estableciendo una
relacion entre p(x), p(y) y p(x + y)?.



Figura 2 : Produccion grupo 4, problema de la fabrica



F2 : trabajo procura identificar las soluciones no
constantes e identificar propiedades de |a
funcion que cumple con (*)
problemas de la continuidadylacderivabilidad
v los enlaces con la grafica (la dialéctica
discreto/continuo).

(*) @ p(xy) = p(X)p(y)



a) Grupo 1 : Muestre que f(0) =1 y que f(x)>0 para todo xe R,
(,Que valores toma f cuando x es muy grande?
(Cerca de menos infinito? ;Como es el grafico de f?
b) Grupo 2 : Es la funcion f jcontinua en 0?, Suponiendo que es continua en cero
(En qué otros puntos es continua?
(Como es el grafico de f?
c) Grupo 3 : Suponiendo que la funcion f es derivable en 0, es la funcion f derivable en
otros puntos?
., fes derivable en 0 ?
,Como es el graficode f ?



Figura 3 : Respuesta de G1-1
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Pd f(x)>0, xeR
Sea f(x)<0

Flx)= f(z 2) /Por (1)

“3005)
()

Entonces f(x) >0

Figura 3 : Respuesta y transcripcion de G1-ii






Conclusiones ..

1) Propiedades luego la funcion

interesante abordar la funcion exponencial en
forma inversa a la habitual, es decir, estudiar en
primer lugar sus propiedades (funcionalidad,
continuidad, derivabilidad) y posteriormente
explicitar la funcion propiamente tal.

No todos los estudiantes reconocian que la ecuacion
funcional (*) como exclusiva de |la funciéon exponencial



2. Importancia del proceso de modelacidon (modelizacidn)

Los datos nos mostraron que es dificil integrar las dimensiones de la funcion
exponencial, que son tratadas en forma parcelada; que el ETM personal de los
profesores en formacion en el caso de la funcidon exponencial esta desarticulado

- pero que a través de un proceso de modelacidn se pueden levantar preguntas
matematicas en relacion a las propiedades de que deberian ser probadas.

3. Fenodmeno de un objeto en “transicion” institucional

Se puede redescubrir la funcion exponencial como una grafica con ciertas
propiedades, pero en ambos casos tenemos el mismo tipo de dificultades que
seflalamos a continuacién, que tiene que ver con la existencia de la funcion
exponencial:

- desde momento en que el estudiante identifica que se trata de la funcion exponencial, deja de

cuestionarse y pierden sentido las tareas a realizar; por ejemplo, la funcion pasa a ser continua, y
el alumno no cuestiona este hecho.



Interrogantes...

e ¢por qué la modelacion resulta dificil para los estudiantes?.
Si finalmente son pocos los modelos que se estudian,
équerra esto decir que ese trabajo matematico no fue
realizado o no resulto significativa para ellos durante su

formacion?



Gracias ...



ldentificacion y construccion de los
ETM en el analisis

R \
ETM de referencia

ETM idoneo SRSl 772 1sformacin adaptacion

ETM personal o general

e

v

(Derouet, Menares, Rousse, Verdugo, Gaona, Loeng,
Gamboa).
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F3 : se enfrento al estudiante a una aproximacion
fuertemente grafica usando el software Geogebra.

(1+x/n)", la funcidn exponencial, el polinomio de
Taylor en torno al 0 para la funcién exponencial,

y crear la necesidad de analizar el
comportamiento local y global de estas funciones.



® f(x) = 1-|—x-|—;—2!-|—

® g(x) =¢€*

® h(x) = (1+%)1l
p(x) = 1+ x+0.75

NUmero
® n=4

3 xd
T

x

31

X 40385 +0.09. %
21 3! 4 200

10

20

Figura 5 : “Pantallazo” de graficas paran =4



